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  مقدمة:

  من علينا  بها  أنعمت  التي  النع  جميع  على ربي  نحمدك  والنوى،  الحب فالق  الله  بسمممممم   والأرض،  السممممممماوات  فاطر  الله بسمممممم 

 
ً
  الموضوعات  من  يعتبر  والذي  بحثنا  نبدأ  الله  بس .  عقولنا في ويوجد  إليه نسعى  ما  كل  عن  للتعبير  اناطقً   اولسانً   امفكرً   عقلا

 الوجود  نظريممة  عنهمما  ونعبر  فيهمما  نسمممممممممممممرد أن  تمنينمما  طممالممما التي  الموضممممممممممممموعممات من  أنممه كممما.  الريمماضممممممممممممميممات  في تواجهنمما  التي المهمممة

 ”. باناخ ونظرية والوحدانية

.  والكثير   الكثير  عنهما نعرف  أن إلى  نحتما   والتي  الرياضممممممممممممميمات، في  كبير  صمممممممممممممدى  لهما  التي  الأبحما   من  نتنماوله الذي  البحمث  هذا

  الموضمممممممممو   هذا  ينال  أن  نتمنى  كما.  الموضمممممممممو   هذا في  جمعها  على الله  وفقنا  التي  المعلومات بعض لك  نعرض  سممممممممموف ولذلك

 .موضوعنا الله بس  فنبتدي رضاك ،

 

   البحث:  أهمية

 باناخ نظرية وتمدنا العادية  التفاضمملية المعادلات  حل  في  وتسممتمد   وأهمها النظريات  أشممهر  من  والوحدانية الوجود نظرية

 نظرية  في  مه  دور   لها  التي  بيكارد نظرية  لإثبات  وتسممممممتمد   التفاضمممممملية المعادلات  ووحدانية وجود في نظريات  منها بنظريات

 .العادية التفاضلية المعادلات

 

   :البحث  هدافأ

 الوحيد الحل نظرية -

  باناخ نظرية -
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 والوحدانية الوجود نظرية

  مقدمة

 سوف نقو  بدراسة نظرية الوجود والوحدانية ث  سنورد أمثلة عليها.

  :هي رئيسية محاور  لثلا  اتعرض كوش ي مسالة لحلول  والوجدانية الوجود دراسة خلال

 ؟ المسالة لهذا يوجد هل (1)

  وحيد؟ الحل هذا يكون  فهل المسالة لهذه حل وجد أن (2)

  المسالة؟ هذه حلول  أيجاد من تمكننا التي الكيفية هي ما (3)

 

   والوحدانية  الوجود نظرية 2

:∫  لتكن |𝑥| → 𝑅  حيث  متصممممممممممملةدالة|𝑥|  من  مفتوح  سمممممممممممتطيلم  𝑅 × 𝑅 الدالة  كانت  إذا  𝑓 تزشمممممممممممليب  شمممممممممممر   تحقق  

𝑘 عدد يوجد أي الثاني للمتغير بالنسبة >   حيث 0

|𝑓(𝑥, 𝑦1)  −  𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝑘 |𝑦1 − 𝑦2|;                 ∀𝑟 ∈ 𝐼, ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐽 

 

,𝑟0) لكمل عنمدئمذ 𝑦0) من داخليمة  نقطمة  𝐼 × 𝐽 فترة  توجمد 𝐼ℎ ≔ [𝑟0 − ℎ, 𝑟0 + ℎ] وحيمد حمل  ويوجمد  𝑦  لمسممممممممممممم لمة  

 .𝐼ℎ الفترة على معرف (1.1) كوش ي

 

   البرهان:

 
ا
𝐼ℎ الفترة نوجد :أول = [𝑟0 − ℎ, 𝑟0 + ℎ] 

,𝑟0)  لممممممممممديممممممممممنمممممممممما 𝑦0) ∈ 𝐼 × 𝐽  مممممممممممغمممممممممملممممممممممق  جمممممممممموار  يمممممممممموجممممممممممد  إذن  [𝑟0 − 𝑎, 𝑟0 + 𝑎] × [𝑦0 − 𝑏, 𝑦0 + 𝑏]   

𝐼  المسممممممممممممممممممممممتمممممممممطممممممممميمممممممممل  داخمممممممممل × 𝐽  المممممممممدالمممممممممة  أنوبممممممممممممممممممما    بممممممممممممممممممما  𝑓  عممممممممملمممممممممى  ممممممممممتصمممممممممممممممممممممملمممممممممة  𝐼 × 𝐽  ممممممممممتصمممممممممممممممممممممملمممممممممة  فممممممممم مممممممممي  إذن   

𝐼𝑎𝑥𝐽𝑏 على ايضً أ ≔ [𝑟0 − 𝑎, 𝑟0 + 𝑎] × [𝑦0 − 𝑏, 𝑦0 + 𝑏]  ثابت يوجد فإنه وعليه 𝑀 >   :حيث 0

|𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀;        ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑥𝐽𝑏  

ℎ العدد نمتار ≤ 𝑎  وℎ ≤
𝑏

𝑀
ℎ أخرى  بصورة  = 𝑚𝑖𝑛 (𝑎,

𝑏

𝑀
)  

 
ً
  .𝑦 الدالة نوجد :ثانيا
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 تعطى  𝐼ℎ  الفترة  على المعرفممة  𝑦𝑛 المتتمماليممة  لتكن.  (1.1) للمسمممممممممممممم لممة  حممل  على للحصمممممممممممممول   للتقريممب بيکممارد  طريقممة نسمممممممممممممتمممد 

  :التالي بالقانون 

{

𝑦0(𝑥) = 𝑦0

𝑦𝑛(𝑥) = 𝑦0 + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡)) ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

; ∀𝑛 ≥ 1
 

(𝑎) لكل  𝑥 ∈ 𝐼ℎ لدينا  𝑦𝑛(𝑥)𝜖 𝐽𝑏: ∀𝑛 ≥ ,𝑥)أي    1 𝑦𝑛(𝑥)) ∈ 𝐼ℎ × 𝐽𝑏; ∀𝑛 ≥  (𝑎) صمممحة  سمممن بت 1

 . الرياض ي الاستنتا  باستمدا 
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𝑛 عندما =   نجد 1

|𝑦1(𝑥) − 𝑦0| = |∫ 𝑓(𝑡, 𝑦0(𝑡))ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

| 

≤ ∫ |𝑓(𝑡, 𝑦0)| ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

≤ 𝑀 ∫ ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

≤ 𝑀|𝑥 − 𝑥0| 

≤ 𝑀ℎ 

≤ 𝑏. 

𝑥إذن لكل  ∈ 𝐼ℎ لدينا 𝑦1(𝑥) ∈ 𝐽𝑏. 

  أن أي 𝑛  العدد عند العلاقة صحةالآن نفرض 

|𝑦𝑛(𝑥) − 𝑦0| ≤ 𝑏 ⋅ 

𝑛 عند العلاقة صحة اثبات والمطلوب + 1 . 

𝑥 لكل لدينا ∈ 𝐼ℎ  

𝑦𝑛+1(𝑥) − 𝑦0 = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡)) ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

 إذن

|𝑦𝑛+1(𝑥) − 𝑦0| = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡)) ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

≤ 𝑀 ∫ ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

≤ 𝑀|𝑥 − 𝑥0| 

≤ 𝑀ℎ 

≤ 𝑏. 
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 المتتالي للتقريب بيكارد طريقة

 . الحل نهايتها دوال متتالية إيجاد أو الحل إيجاد ث  ومن للحل تقريب إيجاد الأمثلة بقية في سنحاول 

   مثال

  :التالية كوش ي مس لة لدينا لتكن

𝑦′ − 𝑥2 = 0; 𝑦(2) = 1 ⋅ 

 . لها العا  الحل إيجاد سنحاول 

  

  :أن نفرض

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 ⋅ 

  نجد 𝑦 للمتغير بالنسبة الجزئي وبالاشتقاق

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 ⋅ 

 الجزئية ومشتقتها 𝑓 الدالة
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(2,1) والنقطة ،ℝ2 على متصلتان ∈ ℝ2. 

  المتتالي للتقريب بيكارد طريقة ولتكن المباشرة الطرق  حدأ باستمدا  ايجاده ويمكن لة المس لهذه وحيد حل يوجد

  لدينا

𝑦0(𝑥) = 𝑦0 = 1 ⋅ 

  :التالية بالعلاقة يعطى للحل لا 𝑦1 الأول  التقريبو 

𝑦1(𝑥) = 𝑦0 + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑦0(𝑡)) ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

= 1 + ∫ 𝑡2 ⅆ𝑡
𝑥

2

 

= 1 +
𝑥3

3
−

8

3
 

=
𝑥3

3
−

5

3
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  :التالية بالعلاقة يعطى للحل 𝑦2 الثاني التقريب

𝑦2(𝑥) = 𝑦0 + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑦1(𝑡)) ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

= 1 + ∫ 𝑡2 ⅆ𝑡
𝑥

2

 

= 1 +
𝑥3

3
−

8

3
 

=
𝑥3

3
−

5

3
 

  :التالية بالعلاقة يعطى للحل 𝑦3 الثالث التقريب

𝑦3(𝑥) = 𝑦0 + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑦2(𝑡)) ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

= 1 + ∫ 𝑡2 ⅆ𝑡
𝑥

2

 

= 1 +
𝑥3

3
−

8

3
 

=
𝑥3

3
−

5

3
 

  :كالآتي النوني الحل يكون  أن نتوقع أن يمكن المتكون  الحل شكل ومن

𝑦𝑛 =
𝑥3

3
−

5

3
 

  :الدالة هي الدوال من المتتابعة هذه ونهاية

𝑦𝑛(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑦𝑛(𝑥) =
𝑥3

3
−

5

3
 

 . المتغيرات فصل باستمدا  المباشر بالحل ت كيده يمكن ما وهذا

ⅆ𝑦 = 𝑥2 ⅆ𝑥 

∫ ⅆ𝑦 = ∫ 𝑥2 ⅆ𝑥 

𝑦 =
𝑥3

3
+ 𝑐. 
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1 =
8

3
+ 𝑐 → 𝑐 = −

5

3
 

⇒   𝑦 =
𝑥3

3
−

5

3
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 لباناخ  الثابتة النقطة نظرية

  مقدمة

أهمية نظرية النقطة الثابتة لباناخ تكمن في أنها تشمممممكل مصمممممدر لمبرهنات الوجود والوحدانية في العديد من فرو  التحليل  

 كافية لوجود ووحدانية النقطة الثابتة.إذ تتعلق هذه النظرية بشرو  

  لدراسة  اللازمة  العامة  والقوانين  المفاهي  بعض يلي  فيما نورد سموف  لباناخ  الثابتة  النقطة نظرية  دراسمة في نشمر   أن  قبل

 . النظرية هذه

  :(الثابتة النقطة) تعريف

:𝑇  و  خممماليمممة  غير  مجموعمممة  𝑋  لتكن 𝑋 → 𝑋   النقطمممة  أن  نقول .  تطبيق  𝑥 ∈ 𝑋  التطبيق  وفق  ثمممابتمممة  نقطمممة  نهممماأ  𝑇  إذا  

𝑇𝑥 كان = 𝑥 النقطة أن بمعنى 𝑥 التطبيق وفق ثابتة تبقى 𝑇 ) الصورة أن يعني هذا و 𝑇𝑥 العنصر تطابق 𝑥.  

 مثال  

:𝑓 الدالة لتكن ℝ → ℝ حيث 𝑓(𝑥) = 𝑥2. 

 : لأن 0 و 1 هي 𝑓 للدالة الثابتة النقا  أن نلاحظ

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇔ 𝑥2 = 𝑥 ⇔ 𝑥2 − 𝑥 = 0 ⇔ 𝑥(𝑥 − 1) = 0 

𝑥  وبالتالي فإن = 𝑥أو  0 = 1 

 

   (:التقليص) تعريف

𝑋ليكن  = (𝑋, ⅆ) التطبيق أن نقول  متري  فضاء  𝑇: 𝑋 → 𝑋  على 
ً
0إذا وجد  𝑋تقليصا < 𝑎 <  حيث 1

ⅆ(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎 ⅆ(𝑥, 𝑦): ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑥. 

  هذا ويعني
ً
 . بعضهما من ولا 𝑦 و 𝑥 النقطتين قرب من الأخرى  إلى أحدهما أقرب صورتين 𝑦 و 𝑥 نقطتين لأي أن هندسيا

 

 مثال  

:𝑓 الدالة لتكن ℝ → [−
𝑥

2
,

𝑥

2
 حيث [

𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛−1(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ. 

, 𝑥 لكل المتوسطة، القيمة نظرية حسب 𝑦 ∈ ℝ.  يوجد𝑐 ∈  حيث [2,2−]
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𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = 𝑓′(𝑐)(𝑥 − 𝑦) 

 يعني وهذا

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤
1

1 + 𝑐2
|𝑥 − 𝑦| 

 أن وبما
1

1+𝑐2
<   / الدالة فإن  1

ً
 .ℝ على تقليصا
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   (:المثلث  متباينة) تعريف

 ل  كانت  إذا  أي.  الأخرين الضمممملعين  طولي  مجمو   من  أصممممغر  مثلث  أضمممملا   من ضمممملع  أي  طول   أن  على تنص  التي  المترجحة هي

  :فإن مترية دالة

ⅆ(𝑥, 𝑦) ≤ ⅆ(𝑥, 𝓏) + ⅆ(𝓏, 𝑦) 

  :التالية العامة الصورة لتعطي الرياض ي الاستنتا  باستمدا  تعميمها ويمكن. المثلث رؤوس 𝓏 هيو  𝑦 و 𝑥 أن حيث

ⅆ(𝑥1, 𝑥𝑛) ≤ ⅆ(𝑥1, 𝑥2) + ⅆ(𝑥2, 𝑥3)+. . . +ⅆ(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 

 :( الهندسية المتسلسلة مجموع)  تعريف

𝑎)  المتسمممملسمممملة + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 + 𝑎𝑟3+. . . +𝑎𝑟𝑛)𝑛 الأول   حدها  هندسممممية  متسمممملسمممملة  تسمممم ى  𝑎 وأسمممماسممممها  𝑟. 

  :يلي كما مجموعها ايجاد ويمكن

𝑆𝑛 = ∑ 𝑎𝑟𝑘

𝑛

𝑘=0

 

=
𝑎(1 − 𝑟𝑛+1)

1 − 𝑟
                              𝑟 ≠ 1 

 

 نظرية

𝑋 كان إذا = (𝑋, ⅆ) تا  متري  فضاء 𝑇: 𝑋 → 𝑋 على تقليصا 𝑋 .للتطبيق فإن 𝑇 بالضبط واحدة ثابتة نقطة . 

 

 البرهان:

 بم ن  نبرهن وبعمدئمذ  تقماربهما،  نبين ث  ومن  كوشممممممممممممم ي،  متتماليمة  أنهما ونثبمت  𝑛(𝑥𝑛)  متتماليمة  ننشممممممممممممم    أننما على  البرهمان فكرة تقو 

 . ووحيدة 𝑇 ثابتة نقطة 𝑥 نهايتها

 

 . كوش ي متتالية أنها ونثبت  𝑛(𝑥𝑛) متتالية ننش   أولا:

  :التالي النحو على 𝑛(𝑥𝑛) ونعرف 𝑋 من𝑥0 عنصر أي نمتار

(𝑥𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . . ) 

  حيث
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𝑥0, 𝑥1 = 𝑇𝑥0, 𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇2𝑥0, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑇𝑛𝑥0, . .. 

  :إذن

ⅆ(𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚) = ⅆ(𝑇𝑥𝑚, 𝑇𝑥𝑚−1) 

≤ αⅆ(𝑥𝑚, 𝑥𝑚−1) 

= αⅆ(𝑇𝑥𝑚−1, 𝑇𝑥𝑚−2) 

≤ 𝛼2ⅆ(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚−2) 

⋮ 

≤ 𝑎𝑚ⅆ(𝑥1, 𝑥0) 

 
ً
𝑛 كان إذا أنه نجد هندسية متسلسلة ومجمو  المثلث لمتباينة واستنادا > 𝑚 فإن  

ⅆ(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ ⅆ(𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1) + ⅆ(𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2)+. . . +ⅆ(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 

≤ (𝑎𝑚 + 𝑎𝑚+1+. . . +𝑎𝑛−1)ⅆ(𝑥0, 𝑥1) 

= ∑ 𝑎𝑘ⅆ(𝑥0, 𝑥1)

𝑛−1

𝑘=𝑚

 

= 𝑎𝑚
(1 − 𝑟𝑛+𝑚)

1 − 𝑎
ⅆ(𝑥0, 𝑥1) 

0وبما أن  < 𝑎 <   أن نجد فإننا 1

1 − 𝑎𝑛−𝑚 < 1 

  فإن  وبالتالي

ⅆ(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤
𝑎𝑚

1 − 𝑎
ⅆ(𝑥0, 𝑥1)                 𝑛 > 𝑚 

0  أن  وحيمممث < 𝑎 < ,ⅆ(𝑥0و    1 𝑥1)  أعلاه  الأخيرة  المتبممماينمممة  من  الأيمن  الطرف  جعمممل  الممكن  من  فمممإنمممه  ثمممابمممت  عمممدد 

 صغير 
ً
  ا

ً
  𝑚 أخذ لدى نشاء ما بقدر جدا

ً
 . كوش ي متتالية (𝑥𝑛) فإن وبالتالي. كاف بقدر كبيرا

 
ً
 . تقاربية (𝑥𝑛) أن نبين نالآ  :ثانيا

𝑥𝑛أن أي)𝑥  نهايتها ليكنو  تقاربية 𝑛(𝑥𝑛) إذن. تا  متري  فضاء 𝑋 ولدينا 𝑋 في  كوشية  متتالية 𝑛(𝑥𝑛)  أن  بما → 𝑥) 

 
ً
 . 𝑇 للتطبيق ووحيدة ثابتة نقطة هي 𝑥 النهاية هذه أن نبين أن بقي :ثالثا
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  :نجد المثلث متباينة من

ⅆ(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ ⅆ(𝑥, 𝑥𝑛) + ⅆ(𝑥𝑛, 𝑇𝑥) 

= ⅆ(𝑥, 𝑥𝑛) + ⅆ(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥) 

≤ ⅆ(𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑎ⅆ(𝑥𝑛−1, 𝑥) 

 

𝑥𝑛 أن وبما → 𝑥 أن القول  يمكننا فإنه  

ⅆ(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ ⅆ(𝑥, 𝑥𝑛) + αⅆ(𝑥𝑛−1, 𝑥) 

  :نجد للنهاية بالمرور

ⅆ(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ 0 

,ⅆ(𝑥 فإن  وبالتالي 𝑇𝑥) = 𝑥ومنه  0 = 𝑇𝑥 

  .𝑇لم ثابتة نقطة 𝑥 إذن

 . 𝑇 للتطبيق الوحيدة الثابتة النقطة هي 𝑥 أن نثبت الآن

𝑇𝑥نفرض أن  = 𝑥  و𝑇𝑥̅ = 𝑥̅  للتطبيق ثابتتاننقطتان 𝑇 .إذن  

ⅆ(𝑥, 𝑥̅) = ⅆ(𝑇𝑥, 𝑇𝑥̅) ≤ 𝑎ⅆ(𝑥, 𝑥̅) 
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 تطبيق نظرية باناخ على المعادلت التفاضلية 3.3

  :)المجموعات المغلقة( 1ملاحظة  

فإن الشممممممممممر    𝑥تقاربية ونهايتها   𝐶̅أي متتالية من عناصممممممممممر    𝑥𝑛وكانت  𝐶مجموعة جزئية من الفضمممممممممماء المتري    𝐶̅إذا كانت 

𝑥مغلقة أن تكون  𝐶̅اللاز  والكافي كي تكون  ∈ 𝐶̅. 

 )الفضاء الجزئي التام(:   ۲ملاحظة  

,𝐶إذا كان ) ⅆفضاء متري تا  و )𝐶̅  مجموعة مغلقة في𝐶 ( فإن𝐶̅, ⅆ. هو أيضا فضاء متري تا ) 

 )بيكارد في الوجود والوحدانية للمعادلت التفاضلية العادية(: ةنظري

:𝑓لمممممتمممممكمممممن   𝐼 × 𝐽 → ℝ     ممممممتصممممممممممممممممملمممممممة حممممميمممممممث 𝐼دالمممممممة  × 𝐽 ≔ [𝑥0 − 𝑎, 𝑥0 + 𝑎] × [𝑦0 − 𝑏, 𝑦0 + 𝑏]  

ℝمستطيل مغلق  × ℝ :بالتالي فإن 

𝑓  محدودة على𝐼 × 𝐽   أي يوجد عدد𝑀 >  حيث 0

|𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀;              ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼 × 𝐽 

 

𝑘تز بالنسبة للمتغير الثاني أي يوجد شتحقق شر  ليب 𝑓إذا كانت  >  حيث 0

|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝑘|𝑦1 − 𝑦2|;                         ∀𝑥 ∈ 𝐼, ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐽 

( لمكمممممممل  ,𝑥0عمنمممممممدئمممممممذ  𝑦0  ممن داخملميمممممممة  نمقمطمممممممة   ).𝐼 × 𝐽    وحميمممممممد ممعمرف     𝑦يموجمممممممد حمممممممل  المحمممممممل  كموشممممممممممممم مي وهمممممممذا   لمسممممممممممممممممممم لمممممممة 

𝐼ℎعلى الفترة  ≔ [𝑥0 − ℎ, 𝑥0 + ℎ]   حيثℎ < 𝑚𝑖𝑛 (𝑎,
𝑏

𝑀
,

1

𝑘
) 

 البرهان:  

دالممممممممممممة   عممممممممممممن  نممممممممممممبممممممممممممحممممممممممممث  الممممممممممممفممممممممممممتممممممممممممرة    𝑦سمممممممممممممممممممممممموف  عمممممممممممملممممممممممممى  كمممممممممممموشمممممممممممممممممم مممممممممممي    𝐼ℎمممممممممممممعممممممممممممرفممممممممممممة  لمسمممممممممممممممممممممممم لممممممممممممة  حممممممممممممل   تمممممممممممممممممممممممممثممممممممممممل 

:𝑦))أي أن  𝐼ℎ → 𝑅: ℎ < 𝑚𝑖𝑛 (𝑎,
𝑏

𝑀
,

1

𝑘
 دالة متصلة تعطى بالقانون ( (

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + ∫ f(t, y(t)) ⅆt
x

x0

 

 الناتج بعد إجراء التكامل على مس لة كوش ي. 

,𝐶[𝐼ℎ]) ليكن ⅆ ) الفضاء المتري التا  المؤلف من كل الدوال المتصلة على الفترة𝐼ℎحيث 

ⅆ(𝑓, 𝑔) = sup
𝑥∈𝐼ℎ

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|; , ∀𝑓, ∈ 𝐶[𝐼ℎ] 
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𝑦والمؤلف من كل الدوال  𝐶[𝐼ℎ]الفضاء الجزئي من  𝐶̅[𝐼ℎ]وليكن  ∈ 𝐶[𝐼ℎ] [I والتي تحقق 

ⅆ(𝑦, 𝑦0) = sup
𝑥∈𝐼ℎ

|𝑦(𝑥) − 𝑦0|  ≤ 𝑀ℎ 

 .فضاء تا  𝐶̅[𝐼ℎ]، بالتالي فإن 𝐶[𝐼ℎ]مغلق  𝐶̅[𝐼ℎ]وبما أن 

 حيث: 𝐶̅[𝐼ℎ]تطبيق معرف على 𝑇ليكن 

𝑇𝑦(𝑥) = 𝑦0 + ∫ f(t, y(t)) ⅆt
x

x0

 

 

 لنظرية النقطة الثابتة لباناخ فإذا كان التطبيق  
ً
 على   𝑇واستنادا

ً
 فإنه يوجد حل وحيد لمس لة كوش ي.  𝐶̅[𝐼ℎ]تقليصا

𝑇(𝐶̅[𝐼ℎ])تقليص لابد أن نبرهن أن   𝑇قبل أن نبرهن أن   ⊂ 𝐶̅[𝐼ℎ]     أي أن لكل𝑦𝜖𝐶̅[𝐼ℎ]   فإن𝑇𝑦  متصل

,ⅆ(𝑇𝑦  ويحقق 𝑦0). 

𝜖لتكن   > 𝛿ن خذ  0 =
𝜀

𝑀
,𝑥1لديل لكل    𝑥2 ∈ 𝐼ℎ   حيث𝑥1 < 𝑥2  و|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿 

|𝑇𝑦(𝑥1) − 𝑇𝑦(𝑥2)| = |∫ f(t, y(t)) ⅆt
x1

x0

− ∫ f(t, y(t)) ⅆt
x2

x0

| 

= |∫ f(t, y(t)) ⅆt
x2

x1

| 

≤ ∫ |f(t, y(t))| ⅆt
x2

x1

 

≤ 𝑀 ∫ ⅆt
x2

x1

 

= 𝑀|x2 − x1| 

≤ 𝑀𝛿 = 𝑀
𝜀

𝑀
= 𝜀 

 . إذن هو متصل.𝐼ℎمتصل بانتظا  على   𝑇𝑦بالتالي 

:
ً
 أيضا

ⅆ(𝑇𝑦, 𝑦0) = sup
𝑥∈𝐼ℎ

|𝑇𝑦(𝑥) − 𝑦0| 
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= sup
𝑥∈𝐼ℎ

|∫ f(t, y(t)) ⅆt
x

x0

| 

≤ sup
𝑥∈𝐼ℎ

|∫ f(t, y(t)) ⅆt
x

x0

| 

≤ 𝑀 sup
𝑥∈𝐼ℎ

∫ ⅆt
x

x0

 

≤ 𝑀|x − x0| 

≤ 𝑀ℎ 

 𝑇𝑦𝜖𝐶̅[𝐼ℎ]لدينا    𝑦𝜖𝐶̅[𝐼ℎ]إذن لكل  

 𝐶̅[𝐼ℎ]تقليص على   𝑇الآن سنبرهن أن  

 تحقق شر  ليبشتنز فإن  𝑓، وحيث  𝑦𝜖𝐶̅[𝐼ℎ]لتك   

|𝑇𝑦(𝑥) − 𝑇𝑔(𝑥)| = |∫ f(t, y(t)) ⅆt
x

x0

− ∫ f(t, 𝑔(t)) ⅆt
x

x0

| 

≤ ∫ |f(t, y(t)) − f(t, 𝑔(t))| ⅆt
x

x0

 

≤ 𝑘 ∫ |y(t) − 𝑔(t)| ⅆt
x

x0

 

≤ 𝑘 sup
𝑥∈𝐼ℎ

|y(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ∫ ⅆt
x

x0

 

≤ 𝑘|x − x0| ⅆ(𝑦, 𝑔) 

≤ 𝑘ℎⅆ(𝑦, 𝑔) 

 إذن

|𝑇𝑦(𝑥) − 𝑇𝑔(𝑥)| ≤ 𝑎ⅆ(𝑦, 𝑔)                    𝑎 = 𝑘ℎ 

𝑎وبما أن   = 𝑘ℎ <  .𝐶̅[𝐼ℎ]تقليص على   𝑇فإن   1

𝑦حيث أن   𝑦𝜖𝐶̅[𝐼ℎ]وهذا يعني أنه يوجد عنصر وحيد   = 𝑇𝑦  .حل لمس لة كوش ي 

:𝑦أي أن دالة   𝐼ℎ → ℝ  عطى بالقانون
ُ
 متصلة ت
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𝑦(𝑥) = 𝑦0 + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))ⅆ𝑡
𝑥

𝑥0

 

حقق  
ُ
𝑦(𝑥0)وت = 𝑦0 .وبهذا يكتمل البرهان . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



19 
 

 نظرية الاستقرار                                                               

 

الإستقرار في الرياضيات هي حالة من حالات الأنظمة أو بتعبير آخر هي خاصية  التعريف: 

التفاضلية كذا و  رياضية عادة ما تذكر إقترانا بحل معادلة تفاضلية حيث يقال حل المعادلة 

 كذا مستقر أو غير مستقر

 

 :تعريف الستقرار

 مستقرة اذا تحقق الشر   Xeتكون نقطة توازن للجملة   Xe ضبفر 

ꓯꜪ < 0   ; ꓱδ   < 0; || X(t0) – Xe ||  > δ →   || X(t0) – Xe ||  > Ꜫ 

 مستقر استقرارا مقاربا:  

 للجملة مستقرة استقرارا مقاربا اذا كان مستقرا وحقق الشر  :   Xeتكون نقطة التوازن 

ꓯ δ   < 0 ;  || X(t0) – Xe ||  > δ →   𝑙𝑖𝑚
𝑡= ∞

|| X)t( ||  = Xe 

 نتيجة: يكون الحل غير مستقر اذا خالف الشرو  السابقة 

 مستقر استقرارا مقاربا:  

 قةاذا كان أي حل للمعادلة يحقق العلا

t0)-a(t- e ||X(t0)  ||  Β  > ||X(t0)  || 

 Β  0,  <  a  0,  <  t  >  0حيث 

نلاحظ ان تطور استقرار نقطة التوازن لجملة مع ت خر زمني أو بدونه يبقى قريبا من   •

 نقطة التوازن 
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والاستقرار المقارب يضمن الشرو  السابقة ويدل ب ن الجملة ستعود الى نقطة   •

 التوازن اذا ابتعدنا عنها بشكل صغير 

 الاستقرار الاس ي يضمن شرو  الاستقرار المتقارب وسرعة التقارباما  •

 

 

 طريقة ليبانوف 

  nR   CDحيث  R→V (X) : D خذ الدالة  لنا

 من أجل اضطرابات غير كبيرة لا تؤثر على   .1
ً
 مقاربا

ً
تكون نقطة الأصل مستقرة استقرارا

 تحقق ما ي تي    V(X)توازن الجملة اذا كانت الدالة 

1- 0  <V(X)  0من أجل  <X 

2- 0  =V(0) 

3- V(X)  يملك مشتقات جزئية مستمرة مع الأخذ بعين الاعتبار كل ركباتX 

4- 0  >V(X)  0من أجل   =X   وX  واقعة ضمن جوار نقطة الأصل 

 

 مثال 

1x -=  1X 

 

 x1 , x2)( = )0,0الجملة لها نقا  توازن هي )

 تحقق من الاستقرار بتابع ليابونوف

)t -2 ( 1 + e2
x1 + 22

V(x1, x2) = x 
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 بالاشتقاق

X1 = - X 1 

  
t-e222x_  )t-( 1+ e 2X2+ 4X 1X1V(x,t) = 2X 

-2x21 – x2
2 (1-e-2t) (1+e-t) – 2x22e-t  

-2x21 – x2
2 (1-e-2t +2e-t)  

 مستقر لأن

V(x,t) = 2X2
1 - X2

2 (1-e-2t +2e-t)  >    0 
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